PRZYKtAD 1

Dla zdarzenia A z przyktadu 4, n(A)=3 i n(Q)=8, stad P(A)= :2

n(B) 6 1

n(Q) 36 6

Z powyzszej definicji wynika, ze prawdopodobienstwo jest liczbg mniejszg badz réwng 1. Wynika to stad, ze
liczba zdarzed sprzyjajagcych danemu zdarzeniu nie moze przekroczy¢ liczby wszystkich zdarzen
elementarnych.

Z drugiej strony, prawdopodobienstwo jest liczbg wiekszg badz réwng 0. Wynika to stad, ze liczba zdarzen
sprzyjajgcych danemu zdarzeniu nie moze by¢ liczbg ujemna.

Zdarzenie, ktérego prawdopodobienistwo jest réwne 1, nazywamy zdarzeniem pewnym. A zdarzenie,
ktérego prawdopodobienstwo jest rowne 0, nazywamy zdarzeniem niemozliwym.

Zdarzenie A’, ktéremu odpowiadajg wszystkie zdarzenia elementarne, ktére nie odpowiadajg zdarzeniu A
nazywamy zdarzeniem przeciwnym do A.

Elementy kombinatoryki

W zwigzku z tym, ze w klasycznym podejsciu do prawdopodobienistwa liczymy liczbe zdarzen elemen-
tarnych, niezbedne stajg sie rézne sposoby obliczania mozliwych wynikdw poszczegdlnych doswiadczen. A
wiec teraz zajmiemy sie elementami kombinatoryki, ktdre postuzg temu celowi.

Jezeli n jest liczba naturalng, to symbol n! (n silnia) okreslamy w nastepujacy sposdb:

Dla zdarzenia B z przyktadu 5, n(B)=6 i n(Q)=36, stad P(B)=

ol=1
n'=1-2-3-...-n dlan>1

n
Symbolem Newtona nazywamy wyrazenie [kJ , ktére czytamy ,n po k”, a obliczamy nastepujgco:

<

Permutacjq zbioru n — elementowego nazywamy kazdy n — wyrazowy cigg utworzony ze wszystkich
elementow tego zbioru. Liczbe permutacji zbioru n — elementowego wyrazamy wzorem:

Pn=n!
Kombinacjg k — elementowa ze zbioru n — elementowego nazywamy dowolny podzbiér k — elementowy
danego zbioru n — elementowego. Liczbe takich kombinacji wyrazamy wzorem:

ST



PRZYKtAD 2

Rozktad jednostajny (rownomierny lub prostokatny)
Zmienna losowa X ma rozktad jednostajny w przedziale (a,b), jezeli ma gestos¢ f(x) okreslong wzorem

0, x<a
f(x)= i, a<x<bh

b—a

o, x>b

Wykres funkcji gestosci rozktadu jednostajnego przedstawiono ponize;j.

A y
= + -------- » —
b—a | |
0 | | .
a b X

Wartos¢ oczekiwana i wariancja tego rozktadu wyrazajg sie nastepujgcymi wzorami:

2
ex—9tb ey (b=a)
2 12

Przyktad 28

Czas oczekiwania na wejscie do $luzy jest zmienng losowga o rozktadzie jednostajnym. Maksymalny czas
oczekiwania wynosi 150 minut, a minimalny 30 minut. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze na wejscie do
$luzy trzeba bedzie czeka¢ ponad 85 minut?

Ay

; o+ ________ . 8% >

30 150 X

P(X >85) geometrycznie oznacza to pole obszaru zakreskowanego na powyzszym rysunku, czyli:

P(X>85)=%-(150—85):%50z0,542



PRZYKtAD 3

Roéwnanie rézniczki zupetnej
Kazde réwnania rzedu pierwszego mozna zapisa¢ w postaci rozniczkowe;j:

dy — f(x,y)dx =0 (6.1)

lub po przemnozeniu przez pewng niezerowa funkcje N(x,y), w bardziej symetrycznej postaci:
M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0. (6.2)

Rozpatrzmy szczegolny przypadek, gdy lewa strona tego rownania jest rozniczka zupetng pewnej funkcji

~ (le)'
) ) a ay ( )

W tym wypadku rownanie (6.12) nazywany rownaniem rozniczki zupetnej.
Okresla sie kryterium, kiedy rownanie: M (x, y)dx + N(x,y)dy = 0 jest rOwnaniem ro6zniczki zupetnej:
M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0 jest rownaniem rozniczki zupetnej < Z—IZ = Z—Z.
Schemat rozwigzania:
1. skoro (6.10) jest rownaniem rézniczki zupetnej to 3—: = M(x, y) i mozna catkowa¢ wzgledem

zmiennej x, otrzymujemy wtedy:

uGe,y) = [ MCoy)ix+ o0)
2. poszukujac funkcji ¢(y) rézniczkujemy po y:

d
wa=@ijwM+wm

3. otrzymane roéwnanie catkujemy po V:

() =fxy)+C
4. wstawiamy do funkcji u(x,y) z punktu 1.:

u(x,y) = fM(x,y)dx+f(x,y) +C

Przykiad: Rozpatrzmy rownanie:

(2xy + 3y?)dx + (x* + 6xy —3y?*)dy =0
Rzeczywiscie jest to rOwnanie rozniczki zupeinej:
oM x4 6 — ON
3y =2x+6y= o
Szukamy funkcji U(x,y), t. ze: du(x,y) = M(x,y)dx + N(x,y)dy.

U—M( = 2xy + 3y2
Fi x,y) = 2xy + 3y

Catkujac po zmiennej X:

U(x,y) = f(ny +3yH)dx = x*y + 3y* + ¢(y)

Roézniczkujac po zmienne;j y:
ou
Fe x% +6xy + @' (y) = N(x,y) = x* + 6xy — 3%,



PRZYKtAD 4

Postac¢ algebraiczna liczby zespolonej (cze$¢ rzeczywista i urojona)
Kazda liczbe zespolona mozna jednoznacznie zapisa¢ w postaci:

Z=X+Yyi, gdzie:x,yeR

,ktora nazywamy postacig algebraiczna. Wowczas:
- liczbg x nazywamy czgscia rzeczywista liczby zespolonej z, co zapisujemy nastgpujaco:
def

Re(z) = x

- liczbg y nazywamy czgscig urojong liczby zespolonej z, co zapisujemy nastepujaco:
def

Im(z) =y
gdzie:y e R\{0}

- liczbg zespolong postaci yh , hazywamy czysto urojong

- dwie liczby zespolone sa rowne wtedy i tylko wtedy, gdy ich czesci rzeczywiste 1 urojone sa réwne ,tzn.:

 [Re(z) = Re(z,)
nTn {Im(zl) _ Im(z,)

0S$ urof®dna
liczba
—>
czysto
urojona

0§ rzeczywista

v

liczba r%eczywista
Rys. 9.2 Osie rzeczywista i urojona na plaszczyznie zespolonej

Sprzezenie liczby zespolonej
Definicja
Z=X+Yyi, gdzie:x,yeR

Sprzezeniem liczby zespolonej , hazywamy Z i okre$lamy wzorem:

Z=X-Yi (9.3)
Liczba sprzezona do liczby zespolonej jest jej obrazem w symetrii osi Re(z).
A Im(2)
iy - L Z=X+iy

% X Re(z)

Z7=x-iy o

i
|
|
Rys. 9.3 Interpretacja-geometryczna liczby zespolonej
|

|
Wiasnos$ci 1
|
|
|
|
|

Niech 2222 €C  \wtedy:
1 L4+2,=2+1, g 2tz =2Re(z)

0 L=, =01, 6

. z-7 =2ilm(z)



PRZYKtAD 5
lloczyn skalarny wektoréw

Kat migdzy wektorami aib definiujemy jako kat wyznaczony przez potproste wychodzace z punktu
zaczepienia wektorow w kierunkach zgodnych z kierunkami i zwrotami tych wektoréw.

Iloczynem skalarnym wektoréw dijb jest liczba okre$lona réwnoscia:
:|a|~‘5‘-cos(D (a, B)) (10.1)

Iloczyn skalarny wektoréw posiada nastepujace wtasnosci:
1) d-b=b-a

2 (5+6)-6f5-6+6-6

3) jezeli alb tod-b=0

~ap a-b=[a-]
4) jezeli , to
Tw. lloczyn skalarny mozna przedstawi¢ w postaci kartezjanskiej:
d-b=ab, +ab, +a,b, (10.2)
Dowaod:

lloczyn skalarny wektorow aib

naste;pu]qcy

a- b—(a i+a, J+a k) (b i+b ]+bZE).

korzystaj ac z wlasnosci 2 Wymnazamy »Wyraz ’po wyrazie” i Otrzymujemy'
a-b=abi-i+abi-j+abi-k+abji+ab j-j+abj-k+abk-i+abk- j+abk k

przedstawionych w postaci kombinacji liniowej wersorow jest

nastgpnie wykorzystujac wlasnosci 3 i 4 otrzymujemy:
a-b=anb, +ab, +a,b,



PRZYKtAD 6

Wyznaczanie sily elektromotorycznej ogniwa

Przyrzady:

1

gk~ own

Zestaw badanych ogniw.

Wskaznik zera (galwanometr).

Zasilacz stabilizowany (U = 12 V).
Zrodto napiecia wzorcowego (g = 2 V).
Drut oporowy.

Przebieg czynnoSci:

1.

E

Wiaczyé wskaznik zera G, ustawic czutos¢ pomiaru na ,MAX”. Zewrzeé wychodzace ze wskaznika
zera przewody czarny i zielony. Przez obrét potencjometru ,0” doprowadzi¢ do wyzerowania
wskaznika. Zmniejszy¢ czuto$é pomiaru na ,,1”.
Stosujgc jako ogniwo B Zrddto napiecia wzorcowego o znanej sile elektromotorycznej g =2V
potgczy¢ obwdd elektryczny wedtug schematu:

| —F
[ ¥ B - badane ogniwo

¢ 4 G - wskaznik zera

D —drut oporowy

| ]
Zwrdci¢ uwage na polaryzacje napiecia: czarny przewdd wskaznika zera G fgczymy z ,—” ogniwa
B, a zielony pézewéd podtgczamy do suwaka S.

Wiaczy¢ zasilacz stabilizowany.

Przez przesuniecie suwaka wyzerowac¢ wskaznik zera. Odczyta¢ potozenie x, suwaka.

Czynnosci opisane w punktach 2—4 powtérzy¢ dla ogniwa B;, B,, baterii zbudowanej z ogniw Bj i
B, pofaczonych szeregowo oraz baterii zbudowanej z ogniw B; i B, potgczonych réwnolegle.

Ze wzoru

E=§
Ox0

obliczy¢ SEM badanych ogniw i baterii.



PRZYKEAD 7
Wyznaczanie wspoétczynnika zatamania cieczy
za pomoca refraktometru Abbego

Cel:
% Poznanie zjawisk optycznych zachodzacych na granicy dwoch osrodkow przezroczystych.
¢ Wyznaczenie wspotczynnika zatamania §wiatla i1 sredniej dyspersji metoda catkowitego
wewnetrznego odbicia.

Pytania kontrolne:

e Prawa odbicia i zatamania $wiatla.

e Zjawisko catkowitego wewnetrznego odbicia.

e Definicja wspotczynnika zatamania §wiatla, dyspersji i zdolno$ci tamigcej pryzmatu.

e Budowa refraktometru Abbego i zasada pomiaru wspolczynnika zatamania cieczy oraz

sredniej dyspers;ji.
Narysowac¢ zatamanie promienia bialego $§wiatta, padajacego pod katem o = 60° w trzech

przedstawionych przypadkach (w szczegdlnos$ci zaznaczy¢ promienie czerwone i fioletowe):

Rys. 1. Schemat optyczny refraktometru:
a) zwierciadlo, b) pryzmat refraktometryczny, c¢) pryzmat os$wietlajacy, d) pryzmat kierujacy,
e) pryzmat Amiciego, f) obiektyw, g) przestona, h) okular, i) uktad odczytowy, j) uktad o$wietlajacy,
K) ptytka z podziatkg, O1) 0§ obrotowa pryzmatu o$wietlajacego, O2) o$ obrotowa pryzmatu kierujacego.
PW — pole widzenia okularu (wspdtczynnikowi zatamania roztworu np = 1,3435 odpowiada stezenie wagowe cukru
€ =7,2%)



PRZYKLAD 8
Pomiary podstawowych parametréw napiec¢ przemiennych
za pomoca oscyloskopu

Cel:

«» Zapoznanie sie z budowg i zasadg dziatania oscyloskopu.
< Woyznaczenie parametrdéw napiecia przemiennego.

Pytania i zagadnienia kontrolne:
e Budowa i zasada dziatania oscyloskopu katodowego.
e  Coto jest podstawa czasu i wzmocnienie oscyloskopu?
e  Opisac zasade pomiaru amplitudy i okresu napiecia zmiennego za pomocg oscyloskopu.
e Podstawowe cechy napiecia przemiennego: czestotliwos¢, napiecie maksymalne i napiecie
skuteczne.

Opis ¢wiczenia:

Wykonanie ¢wiczenia rozpoczynamy od zapoznania sie elementami regulacyjnymi stosowanego w
¢wiczeniu oscyloskopu. Szczegdlng uwage zwracamy na potozenie przetgcznikdw regulacji czutosci
wejsciowej i okresu podstawy czasu oraz pokretet regulacji potozenia obserwowanych przebiegéw.

Podfagczamy do oscyloskopu badany sygnat sinusoidalny i wyznaczamy jego podstawowe
parametry: amplitude, napiecie skuteczne, okres, czestotliwos¢ oraz ich niepewnosci pomiarowe

PRZYKtAD 9

Kataliza i katalizatory

Katalizatorem nazywa si¢ substancje, ktérej obecno$¢ w mieszaninie reagentow
zwieksza szybkos$¢ reakcji, a inhibitorem — substancje, ktérej obecnosé powoduje obnizenie
szybkosci reakcji. Na rys. 1 przedstawiono wplyw katalizatora na energie aktywacji.

/ bez katalizatora

z katalizatorem malo aktywnym

energia

z katalizatorem bardzo aktywnym

efekt cieplny
reakcji

droga reakcji

Rys. 1. Wptyw katalizatora na energie aktywacji

Dzialanie katalizatora polega na ,,zamianie” reakcji o duzej energii aktywacji Ea (bez
katalizatora) na dwie, lub wigcej, reakcji o mniejszej energii aktywacji. Innymi slowy droga
od substratow do produktow zostaje zamieniona na ciag reakcji elementarnych z udzialem
katalizatora, o niskich energiach aktywacji poszczegolnych etapow.



